‘Aufgaben Mathematik — Q12 — Analysis — Losungen

1 Integralrechnung

1.1 Stammfunktionen und unbestimmtes Integral
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1.4 Integralfunktionen

3
141. (a) F(z) = L 4+ C hat fiir alle C € R eine Nullstelle (xo = sgn(—3C) - (|3C’|)%) und ist

damit auch Integralfunktion von f.

4
(b) F(x) = % + C hat nur fiir C < 0 eine Nullstelle. Fiir C' > 0 ist F' also keine

Integralfunktion von f.

1.4.2. Allgemein gilt: f(z) = /f’(x) dz mit f(a) =0.

(a) f(z)=0 = =xp =2, x02:6,alsof(x):/(:ﬂ—4)dx:/(:v—4)dx
2 6

(b) g(z) =0 = xu = g + km mit k € Z, also g(x) = — / sinx dx
Tok

(c) h(z) =0 = xor = kr mit k € Z. Um nicht iiber eine Polstelle zu integrieren,
muss man unendlich viele Fille unterscheiden:

X
dx . s T
h(m):/COSZx fir xz¢€ ]$0k—§a$0k+§[

Tok

1.4.3. Nullstellen von f: g1 = —1, zg2 = 1. Wegen der Polstelle Fallunterscheidung;:
x
2 ..
— / —dt firz <0
3
f@)={ 7%
2
— / —dt firz >0
+3
1

1.4.4. (a) f(:c):/Costdt:sinx—sin%:Sinx—%

T

1
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1 1 21" 1 22 3
= —_ = _— —_ = — — ———f"
(b) f(x) /<t2+t>dt [t+2L — g fira >0
2

v 1 22 5
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1.4.5.

(b) v(t) = v(ty) + /adT =9+ a(t — tg)

to

t
t

m(t) - .%'(to) + / [UQ + a(t — to)] dr = xo + |:UOT + g(T o tO)Q] . _

to

a
=x9+ vo(t — tg) +

—(t — to)?
2( 0)
0

mo m
A — oty = — folgt t| = —.
(¢) Aus mg — aty 5 olgt tq o

1 F
=vy+ F [— (In|mg — a7’|)] =v9— — (In(mp — at) — Inmgy) =
—a 0 o
F —at
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Fiir die speziellen Zahlenwerte gilt:

m t
t)=—100=1In(1-
v(t) = ~1003 n( 100s>

t t I
= 10* 1- In(1-
#(t) =10 m[( 100s> n( 100s> * 100s}

Mit #; = 50s folgt v(t1) = 69,3 — und z(t;) = 1,53 km.
S

und

F F
Ohne Sandverlust: v(t) = —t =1 % -t und T(t) = -~ t2 =05 Ez 2
mo S mo S

3(t1) = 50 =, T(t;) = 1,25km.
S

v =4
m

i 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

w o+

1.5 Uneigentliche Integrale
1 1

. _1 . 1
1.5.1. (a) N mlg(r)l_F x 2dx = algélJr 2Vz], =
0 a

(2-2va) =2

lim
a—0t

a

yi dz . _1 . a .
® [ 75 =t o= i [2VEl} = i (- 1) = oo
1 1

1

1
d 11! 1
(c) /—:26 = lim x 2dx = lim [——} = lim <—1+—> = 400
T a—0t a—0t T, a—0t a
0

a

(d) de = lim [ z %dz = lim [—l] = lim <—l—|—1> =

T a—»o0 a—»o0
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r I LR 1
1.5.2. I = de = lim [ z7"dz = lim [(7] = - lim (1— _1>

" a—oo a—oo | (1 — n)xn_l 1 n—1 a—ooo

1
— I = 1fﬁrn>1und11:oofﬁrn<1

a—0t a—0t |1 —n a 1—n a0t

1
1-n71
1
I2Z/d_m: lim [ z7"dz = lim [x } = - lim (1—a1_")
xn
0

firn<lund [ =0 fiirn>1

1.5.3. (a) Polbeizg=0 =

781 1 — 1
dz . 1]t ) 1
= lim + lim — = lim |—— + lim |—-— =
61—>0+ go—0t x e1—0t X 1 go—0t x .
—1 €2
. 1 i 1
= lim [——1|4+ lim |-14+ —| =+
e1—0t | €1 go—0T E9
+oo —+o00

(b) Polbeizg=0 =

—61 1
d 1 &1 1
I = = lim —|— lim & lim |———= + lim |——=
e10% 0t ) @3 a0t | 222 | emot | 222
71 €2
. 1 1 . 1 1 . 1 . 1
= lim =t t lim + == lim — = lim ~—1
e1—0+ | 267 2 om0t | 2 2e2 e2—0T 265 e1—0* 27

e co=¢1 — I=0

@ c9=25 — [I= lim [L—%}: lim [—%}:—oo
1

e1—0t |8 262 e1—0t | 8¢
1 1 3
z.B. g1 =28 = I[= lim S —c3| = lim — | =+
e2—0t | 265 8ej e2—0T | 85

xdt 17 1 1

Um nicht iiber die Polstelle integrieren zu miissen:

( x
dt i
— = ur x <0
flz)= _‘?d
t
—/— firz >0
t2

:|1
€2

Mit der Polstelle zp = 0 im Integrationsintervall wére das Integral unendlich, z.B.:

. 1 1 1 1 ) 2
/ = lim / S|{=Ilm [-——4+——-—-4+—-| = lim |- -2| =
ot e=0+t| — -1 1 ¢ e—0t | €

-1
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1.6 Numerische Berechnung von Integralen
5-1
1.6.1. (a) Az = = 1, f monoton fallend im Integrationsintervall

1 1 77

So

Su=[fQ)+ FB) + F(4) + FO] 1= 5+ 5+ 7+ 5 = oo =1,283
D4 FQ) 4 )+ @] 1= 145+ 4 = oo = 2,083
Sut © = =1,683
2 60

4 5 60
[£(1) 1=
3 S, 101
FL5) + F25) + FB35) + f45) 1= —+ = ¢ L4 1

1525

Sm

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;

Su—1

Oy =
1

= —20,3%, 0o =294%, 0g=4,6%, Om=—2,2%,

9 _
(b) Az = 2-0_ 2 f monoton fallend im Integrationsintervall

4

Sy =[f(0,5) + f(1)+ f(1,5) + f(2)] - % = 0,8068102595
Sy = [£(0) + £(0,5) + f(1) + f(1,5)] - % - % — 1,2755602
g5 —; S0 _ 104118526
Sm = [f(0,25) 4+ £(0,75) + f(1,25) + f(1,75)] - % = 1,046497675
I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;
5y = S“I_ r_ —22,8%, 6, =22,1%, 0g=—0,34%, O =0,17%,

(¢) Az = 116’ f monoton steigend im Integrationsintervall

S, = [f(o) tf (%) +f (%) +f (?—2)] : % — 0,2515835636

S, [f (177—6) +f (%) +f (?—Z) +f (Zﬂ - 177—6 — 0,4479331044
Su+ S,

S

= 0,349758334

T 3 5% T T
Sm [f (5) +f <§> +f <3—2> +f <§>] i 0,3449916438

16
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1 Integralrechnung

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;
Su—1
I

Sy = = —274%, 0o =292%, Og=092%, &n=—046%,

(d) Az = g, f monoton fallend im Integrationsintervall

=1 s ()1 () () 0] § < s
o101 51 (5) 1 () ()] 5 -2
S = Su ; o _ 1.841437928

[/ 37 T T 97 T
A N I

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;

-1
b= L 0Tt 6= 164%, G5 = 05T, dw = 0.28%,

1.7 Vermischte Aufgaben

1.7.1. (a) f0725 = —1,254562 + 0,25
f075 = —1,54$2 + 0,5

fi=—a?+1
Nullstellen:
r1 = — \/a
(a+1)?
Ty = va fir a=0
(a+1)2

keine Nullstellen fiir ¢ < 0

7 i a 4x3
Afa) = /fa(x) dz = Q/fa(x) dx = —L?})Q + 2ax9 =
X1 0
 2(a+ 1)4a% 2a/a das
T 3(a+1)% T (a+1)2  3(a+1)2
/ 4 3 3 4.\/a 3 a
0 40) =gy [Vt 0 2eto )] - s [

Ala)=0 = a3 =0unday=3
Aus A(0) =0, A(a) > 0 fiir a > 0 und lim A(a) = 0 folgt, dass

a— 00
Apax = A(3) = ?

17



1 Integralrechnung

1.7.2. (a) g(z) = f'(z) = —— 2 Naullstellen von fr ¥4 =

V9 + 22’

i t i t
f“):—{i\mdt:l/i\mdt

(b) = | g(=)
0 0
+1 | 70,316
+2 | F0,555
+3 | F0,707
+4 | ¥0,800
+5 | 70,857

Wegen f(—z) = f(z) ist G; achsensymmetrisch zur y-Achse.
Wegen g(—z) = —g(x) ist G4 punktsymmetrisch zum Ursprung.

f(5) 2/59(55) dt=/49($)df+/59(fv) dt =
—4 —4 4

5 5
= f(4) —f(—4)+/g(:v)dt - 4/g<x>dt
4

0 (Symmetrie)

1.7.3.  (a) Nullstellen von f: zg1 =0, g2 = s y
fi(z) = =322 + 252 = 2 (25 — 3x) 5
K
Nullstellen von f’: 217 =0, x12 = %s d
2
(x) = —6x + 25
t
;/(5611) = 2s, ;/(5612) = —2s —
(0]0) ist Tiefpunkt fiir s> 0 7 = 3 x
Hochpunkt fiir s <0 e fo |3
Terrassenpunkt fir s =10 f
<% %) ist Hochpunkt fiir s> 0 9
Tiefpunkt fiir s<0 5
Terrassenpunkt fir s =20 -3
E<% %)ZE(%‘EWE) — Kf:xE%yE:%x?’E

18



1 Integralrechnung

Nullstellen von F: Xo; = 0, Xoz = 35 y
FS/(.’/U) :fS(x) 6 3

Nullstellen von F': X113 =0, X12 = s ?

4

F{(z) = fi(x)
F!(X31) = 0 mit VZW fiir s # 0:

(0]0) ist Terrassenpunkt fiir s # 0
Hochpunkt fiir s=10 t
FI'(X13) = —s2<0 =

—3=2 = 1 2 3 4
<s f—;) ist immer Hochpunkt. 4 Xl 2
2

KF:mE%yE:%xj{J —2
S 84
© 4= | [ 1@)ds| = IR6) = 35
0

1.7.4. Diskussion von f:

1 1 1
Nullstelle: 7y = 2 lim f(z) = lim —- (— - 2> = (0" (=1))=0"

x
2 2 22 — 2
fa)=-S+5=" flo)=0 = apn=1
6 4 6 —4x 3
i 2
(1) =2>0 = Tiefpunkt bei (1| —1).
24 12 12z —24
"
=5t s ="
64 3 8
m _ = Pbei (2]-2
" (xs2) 81750 = WP bei (2‘ 9>
T
()/1 Y= [-L ome] - omatatomd
x) = - —= =|—=—2Int| =—-—=-2Inx n—
g 21 t L 2
2

N

1
g(r) =2(1—-In2) — — —2Inz
x
Diskussion von g:

1
Untere Grenze der Integralfunktion ist Nullstelle: 249 = 3’ lim g(x) = 400

r—r00
. . Inx . 1 . _
Iim zlnz = lim — = lim xl =—lim =0
z—0t z—0t > z—0t -2 z—0t
lim g(z) = lim [20 -2~ (1+2zma || = (20 -m2)— L) =
om0t I T N T TR T v“lox - T Ty )T
—

19



1 Integralrechnung

1
g'(x) =f(z) = Tig = Tfo = B Y1
g"(x1g) = f'(a1g) = 8<0 =
HP bei (3|0)
J'(@)=0 = azp=zp=1 ‘ / I 2
" " [
g (xg2) = (1) =2#0 = /
WP bei (1|1 —2In2) ~ (1] — 0,39) /‘
—1 f
fl@)=g(z) = |
1 2 1 |
———=2(1-In2)———2Inz (

2

T T x ol |

. . . . . 1

Der erste Schnittpunkt ist die Nullstelle beider Funktionen: 1 = 3
Zweite Nullstelle mit dem Newton-Verfahren:

h(z) = g(x) — f(z) =2(1 —ln2)+%— % —2lnz =0

h(zn) 20-In2)+1—-4 -2z
2

Tp+l = Tn — 75 = In 1 5
W (an) —ztam—3

Ty [3 — 27, +222(=2+In an)]
Tl = 2 —x, — 222

X, =15
X, = 1,521091763
X3 = 1,521148687
X4 = 1,521148688 = x5

x2 T2

A:/(g(x)—f(x))dx:/(2(1—1n2)+i—%—21nx> dz —

x1 x1
x2

1
= [2(1—ln2)x+lnx+——23:(1113:—1)] =
x !

—2z9(Inzg — 1) —4 +1n2 = 0,4697

1
=2(1—-In2)xe +Inxy + —
x2

1.75. (@ « |02 |1 |2 |5 v
f1] 5,08 | 1,00 | 0,497 | 0,197
f2 | 5,00 | 1,00 | 0,500 | 0,200 4
fs | 4,92 | 1,00 | 0,503 | 0,203
Die maximale gemeinsame Definitions- 3
menge aller drei Funktionen ist RT. )
Die Grafen der derei Funktionen sind 1
kaum zu unterscheiden.
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1 Integralrechnung

1
(b) Fiir 0 <z <1 gilt — > 1 und daher wegen 1 — & > 0
T

1 1-¢
<5> <l = filz) < folz) < fa(z) <1

Fir k € {1,2,3} gilt

lim fi(z) = o0, lim fi(z) =07"

z—0+ T—>+00

(c) |Fi(z)| ist gleich der Fliche zwischen G, und der z-Achse im Intervall [1, z].

T

1 1
— -1+ —
1
[d
t
Fy(x) = ?:lnx—lnlzlnx
1
y £
1
Fy(z) = /t16 dt="2 =
e €
1
1
D il =m0 i Bl =mee IR B0 =
1
lim Fj(x) = —, lim Fy(z) = +o0, lim F3(z) = +o0
T—00 < T—00 T—00
(d) y
100 5007 "
Fie) =100 - = wol
Fy(z) =Inx 3001
F3(z) = 100 "%z — 100 2004 £
Die tatsdchliche Strecke auf 100 =
der z-Achse ist X =0,11gz: '

10}10 10}20 10}30 10}40 1050 10}60 10}70 10}83
lgx 10 v
lge lge

_2 0
. 72 1

b) 227! =2(1-=

) [257] ( )
2

In?2

(c) ——1n|8—2t|} = ——(In4—1In8) = =
0 2
8 In2

(d) ——ln|8—2t|} :——(ln8—ln4):—7
6
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1 Integralrechnung

8
dt 1
e) /m =0, da f(t) = —— punktsymmetrisch zu (4|0). Oder ausfiirlich:
0

8 — 2t
8 4—¢ 8
dt ) dt dt
—— = lim — + — | =
8—2t esot 8 — 2t 8 — 2t
0 0 4+¢

1
=—= lim ([In|8 —2t[]y° + [In|8 — 2tH4+e) =

e—0t

1
=——lim (In2e —In8+In8 —1In2e) =0

e—0t

3
3 1 [ (5x* +3) 3 Inbl
1.7.7 de = — dz = — [In|sz* + 3| = ——
()/5x4+3 20/ 5113 0% = gp sz’ +3[]; = =5
1 1
y n—1 g n / n
- 1 1
(b) / ° dx——/(m +a) dz = —[In|z" + a|]g = =1 @ ta :—ln‘an_l—l—l
" +a n " +a n a
0 0
P2 1} osa? 1@ 1) 1% 1. 2
(c)/ * dx:—/ 5” dm:—/(x_)d Infzd—1|| =-In=
x3—1 3 ) 23—-1 3 3 —1 , 37
2 2 2
62 62 1 62
dz < (Inz)’ 2
(d) /xlnx /lnxdx / Inx dz = [In [Inz[], .
e e e
5 5 ,
(e) /7S%nx—cosxdx:_/—(Sl.nm—i—cosm) dﬂ::—[ln|sin:c—|—coszc|]05 =0
sinx + cos x sinx + cos T
0 0

_ ks 1
/smx cos T dz = —[In|sinz +cosz|]f = —Inv2+Inl=—=1In2

sinx 4 cos 2
0

1.7.8. Wegen ¢'(z) = f(z) gilt (Funktionswerte 1
durch Fléchenabschitzung):
e Nullstelle an der Untergrenze 0 3
e g ist streng steigend in |2; 8] 2
e g ist streng fallend in ]0; 2] 1
o TP bei (2| — 2,6)
y , , N 3 5 6 7
o ¢'(xz)=f'(xr) == WP bei (4/0)
Mit wachsendem x wird ¢’(x) immer klei-
ner, wahrscheinlich waagrechte Asympto- _,
te y ~ 4.

-3
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1 Integralrechnung

1.7.9. (a) xp =0, ZEIPOO f(z) =(—00-00) = —0c0

1
lim f(z)= lim £:(§>: lim — =0"

T——00 r——00 ¥ 00

(b) fllz)=e"—ze = (1-x)e " u
flz)=0 = zp=1
(@)= -2 4+ze™" = (x—2) " ak L 2
fll2)=0 = zpp=2 4
f’(1)=—-=-<0 = HP bei (1]1)
F(z) =3¢ —ze ¥ = (3—a)e "
=240 =

WP bei (2| %) ~ (2/0,27)
(¢) Zu zeigen ist ¢'(z) = f(x) und g(0) = 0 (Untergrenze).

Ja)=——e"—(z+1)(—e")=—e"+taze T +e T=xe ¥ = f(1)

g0)=1—-0+1)e"=1-1=0

(d) ¢(@)=flz) = za=zp0=0 vz
g'(@)=[f'(z) = zp=zpn=1
g'0)=f0)=1>0 = \
TP bei (0]0)
—1 1 2
') =f"1)=-4#0 =
WP bei (1]1) -t
() lim g(a)=1— lm T2 _1_g=1
¢ 90—1>r-ir-loog = z—+oo et o o

Die Fliache zwischen Gy und der z-Achse im Intervall [0, 4+-o0[ ist 1.
Gy hat die waagrechte Asymptote y = 1.
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1 Integralrechnung

1.7.10. (a) H, (b)
1,0

1,5

1,833333333

2,083333333

2,283333333

2,45

2,592857143 1T -~
2,717857143
2,828968254 +------
2,928968254 SR N P e
3,019877345 ‘[‘
3,103210678
3,180133755
3,251562327 4
3,318228993 Hy > / — =W(l+n)
3,380728993 1

3,439552523 Wegen lim In(1 + n) = oo gilt auch lim H, = oco.
3,495108078 n—o0 o
3,547739657

3,597739657

8|~

—
O © 0D U W 3

e e Y = T
© 00 O UL i W N -
ch |

[\)
(a]

n+1

n+1d q
/—x<Hn<1+/ v

x r—1
1

2

ist die um 1 nach rechts verschobene Funktion —. Daraus folgt
T — x

und somit
In(l14+n)<H,<1+1Inn

In(1+n) = In [n(l—i—%)] zlnn+ln<1+%>

Daraus folgt fiir die Intervallbreite:
1
b=14+Inn—In(l+n)=1—1In (1—|——>
n

Wegen1<1+%<2gi1t0<1n(1+%)<ln2 und daher
1-In2<b<1

Die lineare Niherung f(1+ z) ~ f(1) + f'(1) - z fiir |z| < 1 liefert wegen n > 1,
dh 1 <1
1 1
In(l4+z)~0+1-2=x oder ln<1+—> ~—
n

n

und damit
..
b~1—— fir n>1
n
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1 Integralrechnung

Ye
5
¢ L °
3 _— e o o o ¢ o ¢
o s © [ ——
_—— o L

e ———
2 s T

=
1 —

(¢) Auflésen nach n:

efln=l « p < efin — 1

H,~100 = P <n<e®_-1 — 989.10" <n <2,87-10%
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2 Geometrie
2 Geometrie

2.1 Lineare Abhangigkeit

- 3 .
211 (a) b= 56_75 — d und b sind linear abhingig.
4 5 , —36 18 -

(b) 1.6 =75 %’ = = € und f sind linear unabhéngig.

(¢) Da Z }f @||b mit @ und b nicht mdglich.
Da € und flinear unabhéngig sind, gibt es A € R und g € R mit & = \e+ ,uf =

—1,6A+4u =88 (1)
1,4\ — 3,60 = —8 (2)
0,9- (1) + (2) : —0,04\ = —0,08 (3)
A =2 (4)
(4) in (1) —32+4u =88 (5)
p=3
i =2e+3f
2.1.2. (a) Aus A@+ pb + vé = G folgt

AN —Bu+2lr =0 (1)
-3\ —2u—5vr=20 (2)
A+3u—3v=0 (3)
(3): A+3u—3v=0 (4)
(2)+3-(3): Tw—14r =0 (5)
(1) —4-(3) —17p+33v =0 (6
(4) : A+3u—3v=0 (7)
(5) : T —14v =0 (8)
17-(5) +7- (6) : =0 9)

= A=pu=v=0, also sind @, b und ¢ linear unabhingig.
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2 Geometrie

(b) Aus Aé+ uf—i— vg = o folgt

2A+p+9r =0 (1)

A—p+120 =0 2)

A2 —-3v=0 (3)

(3): A+2u—3v=0 (4)

2) - (3) : 3+ 15r =0 (5)
(1) —2-(3) ~3p+ 150 = 0 (6)
(5) bzw. (6) : = >5v (7)
(7) in (1) : A=-Tv (8)

Z.B. fiir v =1 folgt —7¢'+ 5]?—1— g = 0, also sind €, fund g linear abhéngig.
(c) Dad, b und ¢ linear unabhéngig sind, gibt es A\, u, v € R mit & = A\d+ ug+ ve —

AN — 5+ 21y = —8 (1)
3\ —2u—5v=1 2)
A+3u—3v=2 (3)
(3) : A+3u—3v=2 (4)
(2)+3-(3): Tw—14v =7 (5)
(1) —4-(3) 174+ 330 = —16 (6)
4) : A+3u—3v=2 (7)
(5) : Tw—14v =7 (8)
17-(5) +7-(6) —Tv = 9)
v=-1 (10)
(10) in (8 p=-1 (11)
(10) und (11) in (7) A=2

F=2i—b—¢

a
Obwohl €, f und ¢ linear abhéngig sind, kénnte  zu €| f und ¢ komplanar sein. Wir
setzen einfach an: £ = Ae+ uf + vg:

2 +pu+ 9 = -8 (1)

A—p+120 =1 2)

A2 —3v=2 (3)

(3) : A+2u—3v=2 (4)

(2) — (3) : —3p+ 150 = —1 (5)
(1) —2-(3) —3p+ 150 = —12 (6)

(5) und (6) sind nicht gleichzeitig erfiillbar, das Gleichungssystem hat keine Losung,
Z ist nicht als Linearkombination von €, f und g darstellbar.
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2 Geometrie

2.2 Geradengleichungen

—4 7 —4
2.2.1. (a) AB = ( 5) — g: F= (1) +>\( 5)
3 2 3
7 4
S=-1 +2( 5)( 9) — S(=1]9]8)
2 3 8

7 4 15
T=[-1|-2( 5|=(-11] = T@as-11-4
2 3 4
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2 Geometrie

2.2.2.
2 -1 1 4
11 +A 3l =11|+ul-3 —
-1 -2 k 1
2—-A=1+4u
1+3X=1-3u
—1-22=k+p

1
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt A = —3 und g = 3 und damit aus der dritten

2
Gleichung k = -3
2 -1 7
1 1 7 1
S={ 1)-3{ 3) =51 o] = s(3-3)
%
223. g1 T=A1+ M z3 )
S S
g2 T=Ay+ puvd
e ‘
gs: IT=As+vv3 ! 91
A :
ga: T=As4+o00; |
ALY S
H _4
AjAy = 5] kv
-3
g1 echt parallel zu g9
1
% _4
AA3 = 5] || o
—6
= 51=93
2 4 2,5 )
g1 gy : 1| +AX[-5]=1(35]+c 4
3 6 1,5 -3
1 1

—1-5A=35+40 (2
346 A=15-30 (3

in(3):0#3 = g1 windschief zu g4

~— ~— ~—

) 4 2,5 5
g2Mgy: 41 +X| -5 =1(35]+0 4
0 6 1,5 —3
1 1
—24+4X=25+50 (1) (1) und (2) = A= 3 0="%
4—-51=35+40 (2) in (3:3=3 = g2Ngs={S} mit
6A=15-30 (3) | .
g: 4 +§ —5| = 1,5
0 6 3
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2 Geometrie

—50

224, (a) ta=[-100] & = || =V12900 2 ~ 1162 = 409 k2
20
—100

vk =[-200] 2 = |Uk|=+644002 ~ 2542 =914 Ko
120

(b) cosp = %] =0,9506 = ¢ =18,1°
|Tal - |7k

(¢) Bahnkurven ohne Einheiten:

10000 —50
Airbus: ga: =1 2000 |+ X[ —100
3000 20
9500 —100
Jet: gk : &= |1000 | +p | —200
1600 120

40
xz3=0 = A=-150und = -3 Die Startorte sind dann

17,5 10,83
sa=1170 | km und sx= | 3,67 ] km

0,0 0,00
(d) gA = gK = 50\ — 100p = 500 (1)
100\ — 2001 = 1000 (2)
—20\ + 120 = 1400 (3)
(1) und (2) identisch : A—2p =10 (4)
—A+6p="70 (5)

(4) + (5) 4= 80

=20, \=50

Die Flugbahnen schneiden sich in S (7500| — 3000{4000).
Orte der Flugzeuge:

10000 -50\
Airbus: Za(t)y=1| 2000 | m+¢t- | —100 | —
3000 20/ °
9500 ~100
Jet: Zx(t) = [ 1000 | m + (¢t — 39s) | —200 | —
1600 120/ °

Der Airbus ist zur Zeit to = 50s, der Jet zur Zeit tx = 59s am Ort S.

(e) Die Entfernung der beiden Flugzeuge zur Zeit ¢ bezeichnen wir mit s(¢). Der Ein-

fachheit halber rechnen wir ohne Einheiten:

50t — 3400 \ >

F(t) = s(t)? = [Za(t) — Tk (t))* = | 100t — 6800 | =
6080 — 100t

= 22500t — 2916 000t + 94 766 400
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2 Geometrie

s(t) ist minimal, wenn f(¢) minimal ist:

f(t) =45000t — 2916000 =0 = t=064,8

$(64,8) = /22500 - 64,82 — 2916 000 - 64,8 + 94766 400 = /288000 ~ 537

Die minimale Entfernung zur Zeit 64,8 s ist also 537 m.

2.3 Ebenengleichungen in Parameterform

3 4 -1
231. (a) BE: T=A+MB+uAC= (3] +x| 3| +pu| 4
3 -1 1
13 1
g: F=G+ACP=[10]) 405
4 4
(b) ENzg-Achse = 1z =x2=0: AN—p= -3 (1)
3\ + 4 = —3 2)
4-(1) +(2): 19\ = —15 (3)
15
)\——E (4)
. 3
() in (1) = )
. 69
(4) und (5) in E : As <O‘O‘E>

69
Analog zeigt man: Ay (—23[0]0), A; <O‘7 O)
(c) gNzyze-Ebene — 23 =4+4+40=0 — o=-1 = S15(12]5|0)
gNzizrg-Ebene = 29 =104+50 =0 = o=-2 = S;13(11]|0] —4)

gNzorg-Ebene = 21 =134+ 0=0 = o =-13 = So3(0| — 55| —48)

d) Fng = zp=z4 = : AN —p—o =10 (1)
3\ 4 — 5o =T 2)

Nt p—do=1 (3)

(1): AN—p—0=10 (4)

3.(1)—4-(2): 194 + 170 = 2 (5)

(1)4+4-(3): 3u—170 =14 (6)

(5) +(6) : —16p = 16 (7)

— u=-1, o=-1, A=2
cing = FENg={S} mit S(12]5|0)
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2 Geometrie

1 0
(e) Richtungsvektoren von F': @ = Gﬁ =|5) und y= | 1], da jeder zur Spurgera-
4 0
den parallele Vektor als Richtungsvektor verwendet werden kann.
- 3 1 0
E: ZT=A+sw+ty= (3] +s|5]+t]1
3 4 0

Fiir die Spurgerade h in der zizo-Ebene gilt z3 =0 —

3
r3=3+4s=0 = =7
sin E':
3 3 1 0 1 9 0
3 4 0 0 0
25 A
a )
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2 Geometrie

2.4 Ebenengleichungen in Normalenform

24.1. (a) E: % - % + % —1 = A;(100]0), A2 (0] —5]0), As(0]0]4)
37
zoxg-Ebene: 5 -4\ =0 = A=- = D;(0[—|9] =D3(0]9,25|9)
z1z3-Ebene : 34+ 50 =0 — A=—-—- =— D2< ‘ ‘ ) D (7,4]0]1,6)
r1x9-Ebene: 4+4X =0 — A=-1 = D3(9]|—2|0)

2

Dy < y
S
1
2 5 —4
(c) Miti=|—-4|,a=|3],0= 5] und d = 20 gilt
5 4 4
EF:fif—d=0undg: F=ad+ I\ = d#Aa+\nv=d
d—na 20-—18 1 g 1 6
fr _ fr _ = —— — S =q0—- -1 = Z
A 8 1 VR
3
-8 —4 -1
242. () AB=| 5|, AC=[ 9|, AD=| 4
6 4 6
51 €92 _)3 —34 —17 —17
i —ABxAC=|-8 5 6|=| 8 | =2 4|, m=| 1
-4 9 4 —52 26 26
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2 Geometrie

€1 € €3 6 2 2
Ay —ABxAD=| -8 5 —6|=[ 42| =3[ 14], A= 14
-1 4 6 =27 -9 -9
H 5
Mit @ = OA = | —3 | folgt 771d = —45 und 72d = —14 und damit
—2

ﬁl(f—é)zo — FEi: —17x1 +4x9 — 2623 +45=0
ﬁz(f—a)zo — Fo: 2z 4+ 1429 — 923+ 14 =0
(b) Achsenpunkte von Ej: Ay (‘11—?|O|O), Ao (O| — 44—5|O), Az (O|O ‘21—(55)
Achsenpunkte von Ep: Ay (—7]0]0), Ags (0] —1]0), Ags (0]0]4})

17 45
(¢) 1: —1Tx1+429+45=0 = i Sy
1
go: 2x1+1day4+14=0 — :ng—?xl—l
12
(d) —17-54+4-4-26f3+45=0 — f3=—12
11
2:-14+14-go—9-34+14=0 = ggzﬁ

(e)

172 256

f) cosp = — —— = =0,4876 — = 60,82°
() €os9 = G 1aal ~ 3vi00 - vast g

50 5 —20 4
243. (a) AB=[ 20| =10( 2|, Al=| 5] =5[ 11
40 4 —20 4
2 & & 2. (—4) — (—4)-11 36
A =ABxAC=50-| 5 2 —4|=50]|(-4)-(—4)—5-(—4)| =50 36
4 11 —4 511 —2- (—4) 63
4 1800 4
n =450 4] = | 1800 |, wir wihlen 7= |4
7 3150 7
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0
—
Mit @ = OA = | 0] folgt 7id = 7-40 = 280 und damit
40

n@—ad)=0 = FE: 4z;+4xy+ Tx3—280=0

(b) SEE = 4-(—10)+4sp+7-60=280 = sp=—25

(c) Ai:xza=23=0
= 421 = 280
— 21 =170

A21$1:£C3:0
= 4x9 = 280
= 29 =170

0
(d) Normalenvektor der z1z5-Ebene: €5 = | 0|, |7 =42 +424+72=v81=9
1
s 7 ° :
cos p = = = p =238,94°, Steigung: tan ¢ = 80,8%

€] [  1-9
(e) Es geniigt zu zeigen, dass A; und Ay auf ¢ liegen:

t(?O) =0 =— A et t(O) =70 — Asect

~70\ _, [m+10
(f) Yet = Y(y1|70 - y1|0), AAs = 0], SY=[95 -1y
0 —60

—_— == —_— =

AjA51SY = AjA5-SY = —70(y; +10) +70(95 —y1) =0
—y1—104+95—y; =0 = 1y =425
Yo =70 —y; = 27,5 = Y (42,5/27,5/0)

52,5
SY = [525| — SY=12 52524602~ 955
60
70 ~10 —20
() AoAr = [-70), AS={-95], AC=(-15
0 60 20
q b & 4200
A8 x AoA, = | =10 —95 60 | = [ 4200 ], (RxAzAl‘:%m
70 —70 0 7350
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& & 1000
Al x A8 =] =20 —15 20 | = [ 1000, (Aﬁxﬁ‘:mm
10 —95 60 1750

FZ%‘E%XAzAi‘%-%‘mXA‘g‘:%W

Preis: 3,51 -10% €

—6 -3 —6 36
244. (a) AB=[ o|=2( o], AC=|-9|, @ =ABxAC=|_12
4 2 2 54

6 6

7y =6 -2, wirwihlen 7@ = [-2

9 9

6
(b) 7ia = [6], |7 = V62 +22+92 =121 = 11, |iiy| = V62 + 62 + 72 = V121 = 11
7

7117 87
COS = TS ST — T o — == 44,030
T il e 121 4
(€) Cin Bp: 6-(—3)+6-(—3)+7-3+15=0 — Ce B
(d) z3=0in Ey: 621 — 219 = 15 — Ss1: 29=3x1—7,5

r3=01in Fy: 6x1 +6x9=—-15 = S9: x9=—21—2,5

5
s1Nsg: 31 —7Hh=—-21—-2,p — x1:Z

4

S
|
|
|
|
I

15 15 15 5/ 15
= = = S( ‘—ZO>:S(1,25|—3,75|0)

(e) Achsenpunkte von Fsy: Aj (—2,5/0[0), As (0] —2,5|0), As (0‘0‘ — 1_75)
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52

(f) Da E; und E; nicht parallel sind (7; f|72) ist die gesuchte Schnittmenge eine Gerade
g. Wir kennen zwei Punkte, die in beiden Ebenen liegen: S und C. Also ist

EiNEy=g=S5C

1 2 —6 —6 -1
2.4.5. (a) n=|-3|x[3] = 1|, 7ad= 1] - 3] =-9
1 1 9 9 -2
E ﬁ(f—@)zo = F: —6x1+22+923+9=0

(b) Die Achsenpunkte von E sind A; (—10[0]0), A, (0[4]0) und As (0|0]%). Mégliche

Richtungsvektoren:
10 5
@' =A1Ay=| 4], besser i = |2
0 0
0 3 0
T ' =AsA3=|—-4]|, besserv=-7" = | -3
20 4 5
3
0 5 0
Aufpunkt z.B. Ay: E: =4 +A|2]|+u| -3
0 0 5
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-,

2.4.6. (a) Fall 1 (@ L b): -

Da d x # immer senkrecht auf @ steht,
ist L = (.

@ x 7| =|d|-|Z|sinp = o] =
. 1b|
|c] = |Z|singp = —
|l
bxda |b
Foxise=rgy 2x@ Il
bx @ la

al il as2x3 — azxy b1
Oder: axT=|ay| X |x2 ]| = |azxy —arx3 | = | bo =
as xrs3 ajro — a2 b3
asx b a1x b
pg = 2258 _ _1’ I I N
as az as as
b b
I aé—? + % T3 ai %
T= |z | = az3 _ b1 | — 29 as | + b1
as as as as
xs3 xs asz 0
Mit A = 22 folgt
as
1 b2
T=Xa+— | —b (2)
as 0
(dquivalent zur obigen Losung, nur anderer Aufpunkt)
_‘1 52 53 —11
(b) Mit (1): bxa=| 2 11 10 |=| 52|, [a>=26
5 0 -1 —55
) 1 —11
L=<Z =) 0 +2— 521 AN eR
-1 —55
Mit (2):
) 11
L=qZ (=) 0O]—-1-2] AXeR
-1 0
z.B.
Ao |1 |2
—11 —6 -1
z 2 2 2
0 -1 —2
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Oder
5 xr1 51 52 53 xo 2
aXT= O]l X |z | = ) 0 -1|=—-21—-5z3] =111 —
—1 I3 r1 T2 X3 5.%'2 10
r9 =2 und 1 = —bxrz — 11

2.5 Schnittmengen

25.1. (a) z3=0 = A=-1 = Schnittpunkt: S;2 (9] — 2/0)
3
(b) zo=0 = A= 5= —0,6 = Schnittpunkt: S;3 (337‘0%) = S13(7,4/0|1,6)
(c) 33=0 = A=2=125 = Schnittpunkt: So3 (0|27|9) = So3 (0/9,25|9)
(d) gin Bi: 2(5—4X) —4(3+5A) +5(4+4)\)—20=0 =— —8A—2=0
1 . 7
= — — M Z = y =
A 79 S (6/%]3) =Se1(6]1,75]3) = L ={Sg}
—4 0 ~16 = 1
) AB=[ 2|, AC=[4], @=ABxaC=[ o], iy =12 = |0
4 0 ~16 1

Ey: ﬁ(f—a)zo - 561—|—563+4:0
gin Eo: 5—4X+44+4X\-20=0 =— 13=0 =— L=10
(f) F, G und H sind Achsenpunkte, also Achsenabschnittsform:

I1 8$2 T3
ST2 T3 _ 4|58 —>  Bry 4 8ws — 5wz —29 =0
58 29 58 T+ % — 9T3

E3:

gin Es: 5(5 —4X) +8(3+5A) —5(4+4\)—-29=0 = 0=0
Die Gleichung ist fiir jedes A erfiillt, d.h. ¢ C F3 oder L = g.
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x3

——-
Q

i x2

E>

x1

2.5.2. Man verschafft sich zunichst einen Uberblick, indem man mit Hilfe des Kreuzprodukts
Normalenvektoren der Ebenen berechnet:

0 5
np=mnpg=mn3= (1|, nfia=|-5
1 -9

Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:

FEq To+x3—6=0 (1)
Es - To+x3—6=0 (2)
FEs - To+x3—4=0 (3)
E4: 5$1—5$2—9l’3+9:0 (4)
EiNEy=FE = E», EiNE;3=EyNE;3 =0
FE1 N Ey: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:
(1) — 2o = 6— A (5)
(4) — 521 —5xo = 9N —9 (6)
(5) in (6) : By — 30 + 5\ = 9\ — 9 (7)
4 21
= \+ —=
T
21 4
= 5 5} 4
EiNnEs=FE,NEyi=qg: =6 |+AX|-1]=1[5]+pu|-5
0 1 1 )
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FE3 N Ey: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:

3) = xo=4— A (8)

(4) - 5x1 —Hro = 9N —9 (9)

(5) in (6) : 521 — 204+ 5A =9\ — 9 (10)
4 11

(b) z3=1431=0 = )\:—% = G<% —4‘0)
3 —2 5 -3
q T=1-2]+A 6], n. 7= (6)+M( 2)
0 0 0 0
(c) gNh: 3-2\=5-3u (1)
—2 46\ =6+2u (2)
14+3A=2+2zp (3)
—2A+ 3 =2 (4
6A—2u =8 (5)
BA—zu=1 (6)
3-(4)+(5): Tw=14 = p=2 (7)
(7) in (4) : N4 6=2 = A=2 (8)
(7),(8) in (6) : 6-2:=1 => 2=25 (9)

(8)ing == S(-1]10|7)
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x2

4
5
-84 —42 -3 56 4
’ P 13
_ 28 14 _ _ 14
A= | 56|=[ 2 |=u| 2], AG=(-2|=-19
0 0 0 0 0
0
142 1 —  142.35-7 4802
HExHG=— [ 0] = V= .|HFxHG| FS= - ~ 320
75 2 150 15
35
2.5.4. (a) E: %_% %:1 — A1 (4[0]0), A5 (0] —5[0), As(0]0]4).
. . . 4 4 0
Ei: T=A1+vAsA1 +0A3A3=|0] +X|5 +ulbd
0 0 4
—1 ~1 & & & 1 1 2
A= 1|x| ol=|-1 1 o0f|=(1], |1 0] =4
0 1 -1 0 1 1 1 2
FEs r1+x9+23—4=0
T X X
L2222 =1 = By (4/0]0), By (0]4]0), Bs(0]0[4).

Fy: —
() Bp: 4+

0 1

(d) g: f:§>2+t-ﬁ: 41 +t|1
0 1

= t=6 = S(6/10/6)

gin Ep: 5t —A4(4 4+ t) 4+ 5t —20 =0

(e)
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Y

€2

5 A1 =By

(f) L1 L4 4 6
V=:.- |BiBaxBiBs|-BaS=- [ 4| x| oll-|l6]|=
3 2 6
0 4 6
26 -1 -1 1 1 1
= 1l x| ofl-|[1]|l=16-[[1 1||=16-v32%2=148
0 1 1 1 1

2
= | —3
—6
Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:
E: 4xq 4+ Taxg + 423 —20=0 (1)
Ey 201 —3x9 — 63 +4=0 (2)
FEy: —x1+ 952 —x3—22=0 (3)

E N Eq: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen z3 = A:

E: Azy + Tao +4X — 20 =0 (4)

E;: 201 — 322 —6A+4=0 (5)

(4)—2-(5) 1325 + 16 = 28 (6)
28 16

xQZE_E (7)

(7) in (4) 4x1+7i—§8—7i—;6)\+4)\:20|:4 (8)

m1+%—%§A+A:5 9)

v =12+ 1A (10)
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1 16 A\ 15 —8 15
ENnE=g: f:1—3 28 —1—1—3 —16| =12 | +pu | —16
0 13 —8 13

E N Esy: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen xz3 = A:

E: Azy + Ty +4X —20 =0 (11)
B, : 21 45y —A—22=0 (12)
(11) +4- (12) : 2715 = 108 (13)
z9 =4 (14)
(14) in (12) : T =—2— A (15)
-2 ~1
ENEy=h: &= 4|+Xx| 0
0 1

2.6 Die HNF — Abstande von Ebenen

261 (a) A= |2 x|=2|=|=3]), |3 (-2|=8+6-18=—4 —
oK 201 — 319 — 63 +4=0
2 3 6 4
HNF von E : _z it L R
von 7w1+7x2+7m3 z
2. (—4)+3-5+6-(-2)—4
ap,p) = 2 (N +3-546-(=2) -4
7
—2 —26
1 L g
Ag==| 3] = F=P-dPE) = 32
6 —20
L [—2
P/:P—Q'd(P,E)-ﬁo:? 29
—26
1229 + 2023 — 2
(b) HNF von E: Jr1 + 1229 4 2073 05:0
25
9. (—6) +12-22+20-31 — 205
d(P,E) = (6 + il — 25
25
1 (9 ~15
y=oe [12] = F=P—dP.E)-ig=| 10
20 1
—24
P'=P—2-d(P,E) iig= | —2
-9
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(¢) Richtungsvektoren von E:

1 6 1
g=(1], ﬁ:§E: 9|, W—dxi=-3| 2
1 1 —2
2x9 —2x3 — 1
HNF von E: T1t x23 ek

1-5+2-4—-2-(-3)—1

AP, B) = -2+ (=3 -1_
3
1 1
ﬁ0=§ 2 - F:P—d(P,E) ng =
—2

1

P =P-2.dP,E) g = | —4

)

2.7 Abstdnde von Geraden
12
2.7.1. (a) g|lh, A ist Aufpunkt von g, B Aufpunkt von h: @ = AB= (-4
2
 ist der Winkel zwischen ¢ und -
07 —2 —1

cos @ =

~ @8~ Vito-v2 V5

al -7l ~ 2T V2 T VAL-2
. 5 1 9
sinp =+/1 —cos* ¢ = 1—§:m

21 /
d(g,h) = ABsing 9v2
/4 \/_
10 0
(b) W= AP = 1|,7= 1], «ist der Winkel zwischen @ und v:
-3 1
WU -2 -1
cos o = =

1 V54
sina=4v1—cos2a=14/1— — =

99 55
110 - v/54
d APsina = =6V3
(P,9) e
-2 0
r= ]ﬁ = 5|,7=11], B ist der Winkel zwischen 7 und ¥
-5 1
cos 3 = r-v_’ =0 = pB=90°
|7 1]

d(P,h) = BP = V54 = 3V/6
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g [P 0 (° =5
F,=A+APcosa - — = 3] — 1] = 9
’ 7\ ) Ve )\
o 7
F,=B=1]-1
2
(d)
(5 ~10 ~15
Py, =F;+PF, = 21+ 2| = 0
-1 2 1
L L 7 2 9
P,=F,+PF,=|-1|+|-5]=|[-6
2 5 7
3
Pg
I g
r,
2 1 A
FQ
B 5 T2
n L R g
,,,,,, i |
‘P
1
2.7.2. (a) ¢ =% (7,AD)
T O PR 12 2
=p—Aa= , Cos p = — —
4 @ - [AP|  VG-V35 V35
2%
(P, g) = [AB|sing = [AB|VT —co?p = V35 |1 - 2% = VI

(b) Da cos¢ > 0, folgt

ﬁ:|ﬁ| :|ﬁ|cosgp

=

|7

_,‘
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3
F=A+AP= 2] oder F(3]2/3)
3
(c)
. 2 1 4
P =P 4+2PF= (3| +2[-1|=[1] oder P 4/1]6)
0 3 6

Y

€2

2.7.3. (a) Spurpunkte von ¢g: Gi2(9]3]0), G13(13|0] — 1) = A, Ga3 (0]9,75]2,25)
Spurpunkte von h:  Hjo (22|8|0), kein Hy3, da h parallel zur z1z3-Ebene, Has (0]8|11)

Setzt man die zo-Komponenten der Geradengleichungen gleich, dann folgt A = % und
damit fiir den Schnittpunkt von ¢’ und h': S’ (%‘8‘0)
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z3

(b) gNh: AN+ 2 =11 (1)
3\ =38 (2)
Ap=11 (3)

8 25
(2) und (3) = A=g = (4)

: 82
(4) in (1) 3 7JL
~~ rS

1S

(1) also nicht erfiillt, d.h. g und h haben keinen Schnittpunkt. Da die Richtungsvek-
toren nicht parallel sind, sind g und h windschief.

(¢) Ein Normalenvektor zu den beiden Richtungsvektoren ist

2 4 3 NG
ﬁ: O X 3 == 2 5 ﬁOZT:— 2
—1 1 6 7] 6
3 2 13
1 33416 + 66
a = liio(— )| = |- | 2 gl = o]|]= +7 0
6 10 1
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—

(d) Mit PO = dity, P=a + i, § = b+ u und @ = P + PG folgt

13— 4\ +3=2+2u (1)
BA+2=38 2)
—14+A+6=10—p (3)
(1) und (2) = A=2, u=3 (4)
_ 13 —4 )
P=[ o|l+2( 3|=[6] = P>
-1 1 1
% —_—

= Q(8[8]7)

~J 00 0

()

(e) Segdg = 3A=8 = A= %. Der Punkt S € g, der senkrecht iiber S’ liegt,
hat die Koordinaten S (Z |8| %)
Seh’ = 2+2u=% = p=4. Der Punkt T € h, der senkrecht iiber S’
liegt, hat die Koordinaten T (% ‘8‘%). Das Seil darf maximal die Lénge

49

5 _
— 2 =—"-816
3° 6

haben.

2.7.4. (a) D(0]10]0), P (0]0|4,5), Q(6]0[4,5), R (6/10]4,5)

0 6
) g: T=P+PC=| o] +xr[ 10
4,5 —4.5
x3
51p o
9
Ey
Q h T .
A F As 10 o
6% ! g
1
12 12 0
(c) i} = 2.PC = [ 20 | ist Normalenvektor von Ey. wy-S=120]|-| 10| =159,5.
9 —9) \45

it =2 = Ey: i (F—5) =24z + 40zy — 1823 — 319 = 0
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2 Geometrie

(d) gin Ey:
9 9
2460 +40-10A - 18- (5 — oA ) =319=0 = 625} =400
0 6 % 3,84
16 16 2 )
A= 5 0 5 10]=1=2]=1640
9 9 81
2 -2 50 1,62
_ 9%
2
as.g) =7 = |[ £ =6
2
25
(e)
. 24 —6
5 & 1 175
dB.Ey) = | == (B-8)|=|=| 40| -[10]|==2=35
|71 | 50 \ g 9 50
2

(f) Jeder Punkt (0|z2|0) erfiillt die Gleichung von FEs, d.h. die wa-Achse ist in Es
enthalten. Weiter erfiillt jeder Punkt (6|x2|4,5) die Gleichung von E,, d.h. die
Gerade h = QR ist auch in Fy enthalten. F, ist also Diagonalebene in unserem
Quader.

319
(g) Elﬂa — 1 :x3:01n E1 — $2:4—0 A2 (0|7,975|0)
9 - 32
Eynh = my=6undzz=35ink = = = T (6]6,4|4,5)
0 6 0 80
(h) s=AT = s: F=[32|+X|-8)=[7975|+pn|-21
0 3 0 60
o 0 1 38 19
(2) M; (76]38]0), My (38]76]0), My = D + -DS = [ 76 | + = [ —38| = [ 57
2 2
0 56 28
N 38 1 0 38
M4:M2+—M2§— 6] +=-|-38] =157
0 56 28
_ 76 —57
(b) ¢ =M +uMM3=|38] +pu 9], pelR
M 0 28
_ 76 —38
h: Z=B+ABMy=|0|+A| 57|, XeR
o 0 28
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2.7.6.

2 Geometrie

3 )

D -
8 2
& s
z
—38 38
(¢) 71 = ¥ = BMy ist Normalenvektor von Fy. fij-S = 57138 =2290.
28 56

P

—  Fy: (@~ 8§) = —38x; + 57xo + 2823 — 2290 = 0

(d) G ist der Schnittpunkt von h mit Ey. h in Ej:

5178
—38- (76 —57A) +57-57TA+28-28\—2290 =0 — A= AT
76 —-38 219488 40
5178
G={0]+22| 57| =—— 295146 | ~ | 54
0 SATT 28 HATT 144984 26
—  38v/4281
d=GS =" ~ 33,6
VbATT
(e) Gesucht ist der Abstand d(g, h) der beiden Geraden:
€1 €y é3 57-28 —28-19 1064 8
A =vUxu=|-38 57 28 |=|—-57-28+38-28| =[-532| =133-[ -4
—57 19 28 —38-194 5757 2527 19
8
n= -4
19
N 8 0
no == = 1 —4-38 152
d(g,h) —-(M1—B)‘=—- —4] .38 :' ':_
7] 21| | 0 21 21
N 120 —80 120 -8
() g: T=A+NAB=[ 40| +x[ 60] = 40]+a[ 6
20 10 20 1
78 0
he F=T+uTS=|-5|+pu| 140
14 s—14
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(b) Gleichsetzen von g und h:

—8\ = —42 (1)
6 — 1404 = —45 2)
A—(s—14)u=—-6 (3)
(1) = A= (4)
(4) und (2) p=g (5)
. 21 153
(4) und (5) in (3) : i (s —14) - 380 — —6 (6)
588
s=8 = Tr ~ 34,6

(c¢) Die kiirzeste Verbindung zwischen g und h steht senkrecht auf beiden Geraden:

0 -8 224 — 65
n= 140 X 6] =112 —-8s
s—14 1 1120

Die Ebene E enthélt g uns steht senkrecht auf 7i:

E: ##-A)=0

Der Abstand der Geraden ist der Abstand von T zu E:

224 — 6s —42
N 112-8s | - | —45
i(s) = (T &) _ 1120 6 B
7] V(224 = 65)2 4 (112 — 8s)2 + 1120
B 6125 — 21168 s

/(224 —65)% + (112 — 8s)2 + 1120

(6125 — 21168) = 152 - [(224 — 65)% 4 (112 — 85)% 4 1120]
3745445 — 25909 6325 + 448084 224 = 225005 — 1008 000s + 296 352 000

352044s% — 24901 632s = —151 732224
2, 49408 602112

1397 1397
,_ 49408 ? 494082 — 602112 - 1397 40000
1397 ) 13972 13972

49408 | 40000
1397 &) 1397

9408
s = §9 = 64, <33 — = 6,73)

S =

T 1397
78 0 78 0
(d) s=64 = h: f:?—i—uﬁ: 5|+ (140 =-5|+pul14
14 50 14 5
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-2
Weiter folgt aus s = 64: 77 = | —5 | mit |7i]| = 15. Da @ nach oben zeigt und h iiber
14
120 -8 78 0
" —
g verlduft, folgt mit P = | 40| + A 6|l und Q=1[-5]+upn|l4
20 1 14 )
PG=d- =
7]
und damit
—42 0 -8 15 —2
~45 | +pu| 14| x| 6] =2 | -5
—6 ) 1 14
Daraus folgt A = pr =5 und damit P (80|70]25) und Q (78]65|39).
(e) “
401
‘ S
i100
id ! i 9
,,,,,,,,,,,,,,, AE
T o 8
: ‘ B
,,,,,,,, A AP
100
1
2.7.7. Da die Grundfliche (Rechteck mit den Seit T
(a) Da die Grundfliche (Rechteck mit den Seiten e .

7 und 8) und die Deckfliche (Quadrat mit der
Kante 4) nicht &hnlich sind, handelt es sich um
keinen Pyramidenstumpf.

Alternativ kann man zeigen, dass die Schnitt- E
€T
punkte der Geraden DA, CB, HE und GF nicht D/ Fo | 2
zusammenfallen, z.B. N4 ©
B

DA NHE : $1(10[0j0), CBNGF : S5(10/1|0)

1

1 1 1
V=44:54 54454543545 4-3:5=

3
:5-4-<4+2+§+1>:20-8,5:170
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3 Stochastik

3 Stochastik

3.1 Ereignisalgebra

3.1.1. (a) Die gegebenen Zahlenwerte in das Mengendiagramm und in die Vierfeldertafeln ein-
tragen

B S B|S|S Q| S|S

M| 3 . M |1 _ M 7

M M 2 M | 14 18

4 6
und die leeren Felder ausfiillen:
B|S|S B|S|S Q| S|S
M| 3|25 M|1]1]2 _ M| 4|37
Mo 2| [ 52 | M |14 418
12| 4|16 6139 18| 71|25
B S

N

(b) i. Buben, die weder Mathe noch Sport mégen, |[BN M N S| = 2

ii. (BNMNS)U(BNMnNS)=MnS, also Schiiler, die zwar Mathe aber keinen
Sport mégen. |[M N S| =3

(c) i. E=BNMNS, |E|=9

ii. E=(BNMnS)Uu(BNSNM), |[E|=5+1=6

fi. E=MUS, |E|l=|M|+|S|-|MnS|=7+18—-4=21
(de Morgan)

3.12. (a) P(AUB) = P(4) + P(B) - P(A
A

=1-P(A)-P(B)+P(AUB)) =
=1—-P(A)—-P(B)+P(A)+P(B)—P(ANB) =
=1—-P(ANDB)

Oder zuerst Mengenalgebra: AUB=ANB=Q\ (ANB) =
P(AUB)=P(Q\ (ANB))=1-P(ANDB)
(b) AN B und AN B sind disjunkt, daraus folgt
P(A) = P((ANB)U(ANB)) = P(ANB)+P(ANB) =

P(ANB) = P(A) - P(ANB)
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3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3 Stochastik

(c) Mit dem Ergebnis von (b) folgt:

Oder zuerst mit Mengenalgebra:
AUB=(ANB)UB =
P(AUB)=1-P(A)+ P(AN B)

(d) Im Ergebnis von (¢) A und B vertauschen:
P(AUB)=P(ANB)+ P(B)=1-P(B)+ P(AnB)

(a) M =

(b) D=(AUBUC)\ (ANB)

Q
@
Aus (X NY)N(X\Y)=0 D' %
und X = (X \Y)U (X NY) folgt mit (1)
X] = [X\ Y] +]X Y]
und damit (2).
.

Aus (ANB)N(A\ B)=10

und (ANB)N(B\ A) =10

und (A\ B)N(B\ A) =10
(AUB)=(A\B)U(ANB)U(B\ A)
)

folgt mit (1

und

|JAUB|=|A\ B|+|ANDB|+|B\ A]
und daraus mit (2)
|AUB| = |A| - |ANB|+|ANB|+ |B| - |[ANB| = |A| + |B| - |[AN B|
|A\B |B\A|
Fiir AN B = () ist (3) mit (1) identisch, also ja.

Q| T T 150
S| 8% | 24% | 32% 36% -z =180 — = g =500
S 132% | 36% | 68% ’

40% | 60% | 100 % Es gibt 500 Dorfbewohner.
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3 Stochastik

3.2 Stochastische Unabhangigkeit
3.2.1. Definition der Unabhéngigkeit und 1. Pfadregel:

P(ANB)=P(A)- P(B)= P(A)-p1 — p = P(B)
1. Pfadregel:
pr=1-p=1-P(B)=P(B) — P(ANT)=P(A)-p = P(4)- P(B)

1. Pfadregel:

1. Pfadregel: o B B _
ps = P(ANB) = P(B) -ps = P(B) - P(A)

— A und B sind stochastisch unabhiingig.
3.22. P(A)-P(B)=P(ANB) = gc=a
P(A)-P(B)=P(ANB) = gf=d
P(A)-P(B)=P(ANB) = hc=b
P(A)-P(B)=P(ANB) = hf=c¢
3.2.3.A:{ww,ws},P(A):E -l 2 n—z:z(z—1+n—z):z(n—1)_i
n n—1 n n-—1 n(n —1) nin—1) n
B = {fww,sw}, P(B) = 2. 2L n-z 2 _Ae-limzz) o)z
n n-—1 n n-—1 n(n —1) nn—1) n
z z—1 22
ANB= P(ANB)=—- Z__— P(A)-P(B
B ={ww}, PANB) == 22 % 2 = p(a)- P(B)
d.h. A und B stochastisch abhingig.
3.2.4. (a) M| W P(M)-P(B) =055-0,6=0,33=P(MNB) =
S 18% | 40% M und B sind stochastisch unabhéngig.
B | 33% 60 %
55 % 100 %
P(MNS) 022 2
b) Py (S) = = =—-=40
(b) Pae(S) P(M) 0,55 5 %
P(WNB) 027 9
P = = =—=4
(©) Po(W) = =5 06 20 X
3.25. (a) |[BNE|=0,38|E| = 0,38 - 4000 = 1520 E| E
BN E| =|E| - |BnN E| = 4000 — 1520 = 2480 B | 1520 | 880 | 2400

2480 | 120 | 2600
4000 | 1000 | 5000

631%-|B|=|BNE| =
|IBNE| 152030

|B| = % 19 = 2400 % E E
BNE|=|B|-|BnE|=|B|-1520 = 880 B | 804 1761 48
‘_ T B 49,6 | 24| 52
|E| =|BNE|+|BnNE|=3880+ 120 = 1000 80,0 | 20,0 | 100
—. |BNnE] 120
(b) Pg(B) = 1000 12%

26



3.2.6.

— _[BNE| 120

3

(c) Pg(E) =

|B]

2600 65

Stochastik

3
= ~ 4,6%

(d) P(E)-P(B)=08-048 =0,384 # 0,304 = P(ENB) = abhingig

(a) M M
S 18% | 40%
S| 33% 60 %
55 % 100 %

by P| A A

B | 28%

B |32% 47 %
60% | 40% | 100 %

() P| E E
Fl2% | 8% | 10%
F 90 %
90% | 100 %

P(M)-P(S)=55%-0,4=22%=P(MnNS)
=—> M und S stochastisch unabhéngig

P(A) - P(B) =0,4-53% = 21,2% # P(AN B)
%
25%

—> A und B stochastisch abhiingig
— A und B stochastisch abhéngig
P(E)-P(F)=0,1-90% = 9% # P(ENF)
———
8%
—> FE und F stochastisch abhingig
= F und F stochastisch abhingig

(d) P(C)-P(H)=25%-03=175%=P(CNH) =
C und H stochastisch unabhingig == C und H stochastisch unabhingig
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3.3 ZufallsgréoBen

33.1. (a)

3.3.2.

3 Stochastik

i |1]2|3]4a]5]6 - .
w |1]2]3[4]5]6 .
0,2
P [ 1316151313
1 L7 0,1
:EX:1'_ e e ’
p=E(X) S A6 o=
7 N\ 1 7 N1 35—
X)=(=-1) Z4...+(=-6) === X
Var(X) = { 5 ot +<2 6> =5
o=/ Var(X) ~ 1,7
i |1]2|3]4]5]6 W .
i | 1]4]9][16]25]36 o o
0,2
BRI E
1 1 91
p=BX)=1-ctd- ot .. 436 - = 0.1
w1517 0753 1621 36,
91 21 /a1 S| 91 21 5369
Var(X)= (= —1) -2+ (=-4) =+ o36) =22
ar(X) (6 6 (6 > 6 +<6 ) 6 36
o= +/Var(X) = 12,2
i |12 w o
ZT; 1 4 0,7
P | 3]
2 1
p=FEX)=1-2+44.2=2
3 3 o
2 1
Var(X):(2—1)2-§+(2_4)2.§:2 0 b} .

o=4/Var(X) = 1,41

Jedes Ergebnis des feineren Ergebnisraums ' = {11,12,13, ...

|| = 36 mit der Wahrscheinlichkeit % ein.

o8

,56,66} tritt wegen



3 Stochastik

w | AcC P(w) IeD
2 [ {11} 3 B
3 | {12,21} = o
4 | {13,22,31} = 5
5 | {14,23,32,41) = 5
6 | {15,24,33,42,51} 2 H
7 | {16,25,34,43,52,61} | & N
8 | {26,35,44, 53,62} 3 °
9 | {36,45,54,63} 3%
10 | {46,55, 64} 2
11| {56,65) %
12 | {66} 3
w3_61 firw<7
P(w) = oder
133_6 fir w > 7

w | X(w)

2 | —19

3 | —10

4] -3

5 | 2

6 | 5

7| 6

8 | 5

9 | 3

10| -3

11| 10

12| ~19

X(w)=6—(w—7)>

59
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3 Stochastik

Wx = {-19,-10,—-3,2,5,6}

—
(o]
—
el INe) L
& &
o Il
8 -
—— =
<+ |
8
m (e
SRl
Tl =)
milu_ -
S Il
— |
Il
<

Ay = {3,11}
A = {4,10}

X:x2:—10

X:x3:—3

e e o L o

1_0102_0103_ob4_m5_w
I I I I I
S =2 2 2 =z
R AR A A A
+ + + + +
¥ &8 ¥ &8 8
R AR A A A
I I I I I
S A
R AR A A A
I I I I I
£ 5 £ £ £
= B B B B

////////%/
L
,7/////////

///

/////

1,0
0,8

—H O[NNI O —
T T
» LB B2 |BE[RRZ

[
3 2 3 P @
& & & & &
+ + + + +
= & B 3 B
E & & £ &
EOR R RK
T
3 B 3 P B
& & & & &
5 R R R K

2

-19 —-10 -3

e

W(l‘4) + W($5) + W(xﬁ) =

)

S1

(

(e) P

17
18

1-— W(l‘l) =

1-P(X =19) =

)
)

(S3
(

P

F(os) = Flaz) = 3

W(l‘3) + W($4) + W(a:5) =

Sy) =
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3 Stochastik

19
() Gla1) = a1 W (m1) = -
20 10
G(ﬂ?2) = $2W(ﬂ£’2) = —E = —3
9 1
G =x3W =——=—=
(w3) = w3sW(zs) = 70 = —3
8 4
G(.’L‘4) = .T4W(.’L‘4) = 1_8 = §
25
G(.’L‘5) = .T5W(.’L‘5) = 1_8
18
= = — = 1
Glze) = 26W (26) = ¢
Bei N Spielen ist NG(zy) der durchschnittliche
Gewinn, den der Spielebetreiber mit x; erzielt,

z.B. mit N = 18:

N:18‘ 1171‘ $2‘$3
NG(wzy) | -19] =20 | -9 |

—~
9“3/
M@
—_
S
=

k: o (o2
6
0,3
Var(X) = Y — nPWia) —
k=1
1673 0.2
36 o
Var(X) =~ 6,82 I
0 + + + + + + + + + Ha—
-19 —-15 -—-11 -7 -3 1 3 5 x

h) Sein mittlerer Gewinn pro Tag ist 270- + € = 45 €, pro Woche 270 € und pro Monat
e 6
1080 €.
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3 Stochastik

3.4 Kombinatorik — Urnenmodell

3.4.1. 3!-41-9!-10! = 1,896 - 10™

(a) P(A) = (%)3. (%)2 = 86% ~ 0,116 %

S 6-1-1-2-1 1

b) P(B) = =—=x1
) p3)= T L2 L a0
6-5-4.2.1 5
P = = — 92
(c) P(C) O o~ 218%
1
343. 52<n = kln52<lhn =— k§ﬂ
In 52
1
a) ny = 365,25 - 24 - 60 = — k<M 333 o 3
365,25 - 24 - 60 = 525969 L
n
1
ng = 10001, = — k<22 508 —  kpw =5
(b) 10001, = 525969 000 kS oo
n
1
¢) n3 =13,7-10%; = 7,206 - 10> — k< 2% _994 — k=9
In 52
n

3.4.4.

(a) Geordnet mit Zuriicklegen: n = 26° = 11881 376

26!

(b) Geordnet ohne Zuriicklegen: n = ———— =26 -25- 24 - 23 - 22 = 7893 600

()

(d)
(e)

(f)

(26 — 5)!
" 49
Ungeordnet ohne Zuriicklegen: n = 6 )= 13983 816

Geordnet ohne Zuriicklegen (Permutation): n = 10! = 3628800
Geordnet mit Zuriicklegen: n = 310 = 59049

3+10-1 12 12
1 Z i kl . = prng prng prng
Ungeordnet mit Zuriicklegen: n < 10 ) <10> < 5 ) 66

Sind 1, xo und z3 die Besetzungszahlen, dann kann man das Problem auch so
formulieren:

Wie viele Losungen aus INg hat die Gleichung x1 4+ o + x3 = 107
Das ist keine unserer Grundaufgaben. Anders formuliert lautet das Problem:

Wie viele Losungen aus INg hat die Gleichung x1 + z9 + 3 = 10 mit 1 < x9 < x37
Fiir dieses Problem gibt es keine einfache geschlossene Formel. Wir 16sen es durch
das Hinschreiben aller Méglichkeiten fiir (x1, z2, z3): (0,0,10), (0,1,9), (0,2,8), (1,1,8),
(0,3,7), (1,2,7), (0,4,6), (1,3,6), (2,2,6), (0,5,5), (1,4,5), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4), also
14 Moglichkeiten.

Weiterfithrende Lektiire: Im Netz nach Partiton Function suchen (z.B. auf den Seiten
von WolframMathWorld). Mit der Rundungsfunktion oder nint-Funktion (nearest
integer)

[x] = néchstgelegene ganze Zahl von z,

wobei Komma-Fiinf-Zahlen auf die néchste gerade Zahl gerundet werden ([1,5] = 2,
[2,5] =2, [3,5] =4) und der Abrundfunktion oder floor-Funktion

|z] = néchstkleinere ganze Zahl von x
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3 Stochastik

(1—2,3] = =3, [2,3] = 2) hat die Gleichung =1 + z2 + x3 = n mit z; < x5 < 23

g(?Ilau

Losungen in INg. Fiir n = 10 ergibt sich

10 102 -

2
3.4.5. Es gibt n = <38> = 10518 300 verschiedene Schafkopfblétter.

(a) Buam-Solo-Du: z=1 = p=2=951-10"5.

Wenn jemand jeden Tag 100 Spiele absolviert, dauert es im Schnitt 10° d = 288 a bis
er einmal ein Buam-Solo-Du erhélt. Soviel zum korrekten Mischen beim Schafkopfen!

7
(b) Vier Ober und vier Herzkarten: z =1 - <4> =35 = p= Z= 3,33-1076
n

24
(c) Keinen Ober und keinen Unter: z = (8 > =735471 = p= G- 6,99 - 1072
n

14
(d) Acht Triimpfe fiir ein Herz-Solo: z = ( 3 > =3003 = p= - 2.89-107*
n

(e) Wir betrachten den Spieler mit dem Herzober. Er bekommt noch sieben Karten aus
den restlichen 23 Karten (5 Triimpfe, 18 Nichttriimpfe). Die Zahl der Moglichkeiten,
keinen Trumpf mehr zu bekommen, ist

()

Die Zahl der Moglichkeiten, noch einen Trumpf zu bekommen, ist

18
oo ()

Also gewinnt unser Spieler seinen ,,Du“ in z = z1 + 2o = 124644 von

2
n= (73> = 245157

Fillen, d.h. mit der Wahrscheinlichkeit p = 2 = 0,5084 = 50,84%.

n

2
3.4.6. Die Zahl der moglichen Pokerblitter zu fiinf Karten ist n = <55 > = 2598 960.

(a) Royal Flush: z=4 =— p= Z = 1,54 -1076
n
traight Flush: 2 =4-9 = - ]9:3:1,39-1075
b) S ht Flush 4-9=36
n
c ierer: z =13 -48 = = p= - 2,40 - 1074
A% 13-48 =624
n

4 4
(d) Full House: z =13 - (3) <12 <2> =374 = p= % =1,44-1073

13
(e) Flush:z:4-<5>—36—4:5108 = 1)2321,97-10_3
n
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3 Stochastik

(f) Straight: z = 10-4° — 36 — 4 = 10200 = p=— =3,92-102
n
4\ 4844
(g) Dreier: z = 13 - <3> =502 — p= 2 —9211-1072
n

4

1
h) Zwei P tz=--13-
(h) Zwei Paare: z 5 <2

4
)-12-<2>-44:123552 — p=_=475-10"2
n

4\ 4844 .40
(i) Ein Paar: 13- <2> g = 1098240 = p= 2 — 0,423
! n
3.4.7. (a) Anfangslage: n rote und n schwarze Karten. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Pérchen

ist

1 n 1 n n
:P — . —_ . p—
Pn ({TS’ST}) 2 2n—1+2 2n —1 2n—1

Beim néchsten Versuch ist die Ausgangslage n — 1 rote und n — 1 schwarze Karten,
d.h. die Wahrscheinlichkeitfiir ein zweites Pérchen ist

n—1 _n—1
20n—1)—1 2n—3

Pn—1 =

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitist dann

B B n-n—1)-(n—-2)-...-2-1 B
PPttt L o ) (20 —3) - (2n—5) ... 3.1

nl-(2n—-2)-2n—-4)-...-4-2 nl-2-(n-1)-2-(n—-2)-...-2-2-2-1

N (2n — 1)! N (2n —1)! N

a2 (p=1) 27l (1)1 2n nl27.nl 27 (nl)?

(2n —1)! N (2n —1)!-2n o (2n)! (2n)!
Fiir n = 26 ist ” )
226 . (26!) e
== 7 —135-10
P 521 ’

(b) Der Unterschied zu Teilaufgabe (a): Die Wahrscheinlichkeit fiir ein rs-Paar ist halb
so grofl wie p,, d.h. die gesamte gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

;1 1 2m(n)? (nl)?
P=on P=on " Tan)t ~ (2n)!
Fiir n = 26 ist )2
/ (26! —15
= =20-1
P=hr = 2010

(c) Entweder Stapel 1 rot und Stapel 2 schwarz oder umgekehrt:

Fiir n = 26 ist p” = 4,0 - 1071,

3.4.8. (a) p(n) ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Personen alle an verschiedenen Tagen
Geburtstag haben:
364 ... - - 1 !
) 365 - 36 (365 —n +1) _ 365 fiir 1 < 365
p(n) = 365™ 365 - (365 — n)!
0 fiir n > 365
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3.4.9. GZ(6,n) = <

3 Stochastik

Da der Taschenrechner n! fiir n > 69 nicht berechnen kann, verwenden wir das
Ergebnis in der Form (hier ist keine Fallunterscheidung nétig!)

364 363 365-n+1  Tr365—i

T 365 365 1 365 1365

p(n)

n—1

. 365 — i
=1

Eine weiter Form fiir die Berechnung mit einem Taschenrechner, der die Binomial-
koeffizienten beherrscht:
(n) 365! 365! - n! n! 365
n)= = = .

365" - (365 —n)! 3657 - (365 —n)!-n! 3657

P
n

Weiter muss man aufpassen, dass der TR kein Zwischenergebnis > 10'% errechnet.
Als Beispiel die Berechnung fiir n = 40:

365\ 326
p@m::<39>-——-ﬁmﬁozyﬁm-mn:0J0m7 —  p(40) = 0,89123

40
Noch etwas trickreicher die Berechnung fiir n = 60:

365\  365-364-...-327 326-325-...-306
60 ) 1-2...-39 40-41...-60

(365) (326).21!-39!
39 21 60!

365 326
p(60) = <5%)> :60!-<:21 ) 211+ 39! : 365%° : 3652 : 36520 - 60! = 0,005877

—  p(60) = 0,99412

n 2 3 4 5 6 7
p(n) | 0,274% | 0,820% | 1,64% | 2,71% | 4,06% | 5,62%
n 8 9 10 20 40 60
p(n) | 7,43% | 9,46% | 11,69% | 41,14% | 89,12% | 99,41%

(b) p(22) = 47,57% und p(23) = 50,73% = ab 23 Personen

n!-5 120

n n

6+n— 1> B <n+5> ~(n+5)! (n+5)(n+4)n+3)(n+2)(n+1)
GZ(6,n) >105 = (n+5)n+4)n+3)(n+2)(n+1)>12-10°
Das Produkt niihern wir durch (n + 3)° an:
1
(n+3)P°>12-10° = n>(1,2-10%)5 -3=1383

Probieren:

<38+5

39+5
5 >:962598, ( ;>:1086008 = n=39
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3 Stochastik

3.4.10. (a) N =320 = 3486784401
(b) Statt die Schiiler 1, 2 ... 20 auf die Hotels A, B und C kann man auch die Hotels auf

20!
die Schiiler verteilen. Damit MISSISSIPPI-Problem: N = A 99 768 240
15!
(c) 15 Buben auf A und B, die 5 Médchen in C: N = TR 1=6435

3.4.11. Wenn n Lose gekauft werden, ist die Wahrscheinlichkeit fiir k& Treffer:

pox - - L

(40) . (460) (460)
(a) PX21)=1-P(X =0)= _%’T;:1_ﬁ>0,4 —
(460)
(580)
f(6) =0,605 und f(7) =0,56 —  mindestens 7 Lose

(5) (o)

fn) =

< 0,6

(b) P(X =2) = =00 = 0,148
(%)
(40) (460) (40) (460)
PX22)=1-P(X=0)-P(X=1)=1--010"_ 21297 — (187
(o) (%)
3.4.12. (a) dual zu ,,Ziehen geordnet ohne Zuriicklegen*:
= 4!
N = GZ(64,5) = —2__ — 64.63.62-61-60 — 914941440
(64 —5)!

(b) dual zu ,,Ziehen geordnet mit Zuriicklegen*:

N = GZ(64,5) = 64° = 1073741824
(¢) dual zu ,Ziehen ungeordnet ohne Zuriicklegen*:

_— 64
N = GZ(64,5) = <5> = 7624512

(d) dual zu ,,Ziehen ungeordnet mit Zuriicklegen*:

— 68
N = GZ(64,5) = <5> = 10424128
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3 Stochastik

3.5 Die Bernoullikette

3.5.1.

3.5.2.

(a)

()

k| B(10,5,k) A
B
0 16,15% osl [
1 32,30%
P 29,07%
3 15,50% 02 |
4 5,43%
5 1,30%
6 0,22% 1
7 0,025%
8 1786'1073% 1 1 1 1 ‘ : -
-5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
9|827-10°% .
10 | 1,65-1075%
1 5)
b = — frg 1 — = —
b) p=r.4q P=g
P(,mindestens einmal 6“) =1 — P(,keine 6“) =1—¢" 20,9
In0,1
P01l — nz il
n2
Der Wiirfel muss mindestens 13-mal geworfen werden.
5 13
P(,mindestens einmal 6“) =1 — (6) = 90,65%
1., (n) 1 1 /n\1
Blnigik) = (k:)z_k'zn—k_(k)?n B
L C/m\ 11 /n\1
B(”’ﬁ’"_k)_<k>W'2_k_<k>2_n
B(n;5:k) = B(nigsn — k) =
B(n; 3;k) ist symmetrisch zur Geraden k = 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 k
Mittlere Siule: B(n; 12y = (7). L = ™
1 ere aule: (n7§7§)_ % 2_77/ - 2n (%)'2
Séulen daneben:
B(nlﬂ—n:B(nlﬂH):( " >-i: n!
AR RS A e R e
n!
P O R O ENE R CE R GRS R
_ 3 n! _
BCRE R Ca B R R s e
n |
_ 2 n __n 1. 1
2 2 SN——
<1
1
P(,mindestens einmal K“) =1 — P(,kein K“) =1—-— 20,9
2n
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1 In 10
5 S0l — 2210 — ah22hl0 — ngil—:3,32
n

Die Miinze muss mindestens viermal geworfen werden.

15
P(,,mindestens einmal K*) =1 — criak i 93,75%

1 1
3.5.3. p= g5

) ~ 13983816

13983815

=7151-10% ¢g=1-p=——
’ > 94 P = 13983316

= 0,9999999285

In0,1
n 2 T — = 32198925,11, also mindestens 32 198 926-mal.
ngq

3.5.4. (a) Es gibt z = 5'0 = 9765625 verschiedene Moglichkeiten, also ist

1

- —1024-1077
9765625 Y 0

b

24
= 9765624 765625 = 0,9999998976 —

pr=1—¢" =10235-107 = 0,10235%

In0.,5
() 1-¢"205 = ¢"<05 n> Ill—’:6769015,09
ngq
4 1 415 _
3.5.5. (a) p=¢=08 qzl—p:3:0,2,p1:p15q5:570:1,126-10 5
20 20 15504 - 415
(b) ps = <15>p15q5 - <5 > PP = — = 17,46%
N——
15504
45 1024
5
=p® = — = —— =(,32768 = 32,768
() pr=r"=5 =35 =0 ,768%
2101
=1—pr=-—2"=10,67232 = 67,232
qr pT 3125 ) ) %

P(,kein Treffer®) = ¢, P(,mindestens ein Treffer®) =1 — ¢

In 0,05

1-¢$ 209 = 4¢+200 = ngl
ngr

= 17,55

Lena muss mindestens acht Serien schieflen.
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3 Stochastik

3.5.6. (a) p= — qg=1l-p==, 1-¢"20,9999 = ¢"<107*4

—41n10

nlng< —4lnl0 — n2=> ]
ngq

=502 = n =51

70
1 1
b :E B(500,-, k] ~=-9-0,0135~6
()pl rart ( ’6, ) 2 , %

500

1 1
pp=>» B (500, é,k) ~ 5 130,034 ~ 22%
k=90
b I
r" L“I
o L
0,04 | ‘
'A h
IrJ
0,03 r
il
l
i
0,02 P
|
| \
0,01
0,00 60 70 80 90 100 110

93
(c) ps= Y _ B (500, %k) = 200(93) - F%’JOO(W) = £(93) — £(77) ~ 64%
k=78

pr=f(m)—f(77) 205 = f(m)=f(77)+0,5~0,75 = m =289

! —
-
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1 7
3.5.7. Trefferwahrscheinlichkeit: p = g 1= 1—-p= 3

(a) p1 =p’¢" =7,67-107*

10
(b) p2 = B(10;5;3) = < >p3q7 =0,0920 = 9,20%

3

ool

10
(c) p3=1—DB(10;};0) =1— (0 >p0q10 =1—¢'" =0,7369 = 73,69%

(d) P(,mindestens 3 Treffer*) =1 — P(,hochstens 2 Treffer* —

ps = B(10; £;3) + B(10; £;4) + ... + B(10; £;
=1-B(10;5;0) — B(10; 53 1) — B(10; ;2) =

10 10
=1-¢'0— ( ) >p1q9 - (2 >p2q8 =0,1195 = 11,95%

In0,1
(©) 1-¢"209 = ¢"S01 = n2-—

= 17,24, also mindestens 18-mal.
Ingq

(f) 1-q" - <n>p1q"_1 209 = ¢"+npg" ' <01
1 ——
f(n)
Diese Gleichung ist fiir uns nur durch Probieren lésbar:
£(29) = 0,107 und f(30) = 0,0962 — mindestens 30 Karten

(g) Es gibt 9 Moglichkeiten fiir die Lage des Trefferpaars. Die Gewinnwahrscheinlichkeit
des Spielers ist also
pe = 9p*¢® = 0,04832 = 4,832%
E sei der Einsatz pro Spiel. Von N Spielen gewinnt die Bank (1 — py) N Spiele und

nimmt somit (1 — pg)NE ein. Andererseits verliert die Bank p, /N Spiele und zahlt
damit 20p; N E aus. Die Rendite der Bank ist also

(1 —pg)NE —20p,NE
NE

=1 —21p; = —1,47%

Die Bank diirfte nur das 19-fache des Einsatzes auszahlen, dann wire die Rendite
1 — 20p, = 3,36%

3.5.8. p=mnp, o =+/np(l—p)

| B(10;0,8) | B(50;0,6) | B(100;0,7) | B(200;0,1)

[ 8 30 70 20

o | 1,265 3,464 4,583 4,243
20 | 2,530 6,928 9,165 8,485
30| 3,795 10,39 13,75 12,73

(@) Pu—o=sXspu+o)=Futo)—-F(u—o)

| B(10;0,8) | B(50;0,6) | B(100;0,7) | B(200;0,1)
P(X el) | F(9) — F(6) | F(33) — F(26) | F(74) — F(65) | F(24) — F(15)
=77,2% = 68,8% = 67,4% =71,2%

Mittelwert: 71,15% fiir groBe n:  68,3%
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3 Stochastik

(b) Plu—20 < X Spu+20)=F(u+20)— F(u—20)

| B(10;0,8) | B(50;0,6) | B(100;0,7) | B(200;0,1)
P(X € I,) | F(10) — F(5) | F(36) — F(23) | F(79) — F(60) | F(28) — F(11)
= 96,7% =94,1% = 96,3% = 95,6%

Mittelwert: 95,68% fiir grofe n:  95,4%

(¢c) Pu—3c=X<p+30)=F(u+30)— F(u—30)

| B(10;0,8) | B(50;0,6) | B(100;0,7) | B(200;0,1)
P(X € I3) | F(11) — F(4) | F(40) — F(19) | F(83) — F(56) | F(32) — F(7)
= 99,36% = 99,79% = 99,69% = 99,66%

Mittelwert: 99,63% fiir groBe n: 99,7%

1-Pu—c<X < pu+o)

35.9. (a) P(X <p—0)=P(X>p+o)= 5 = 15,9%
1-P(u—-20<X<p+2
P(X <p—20)=P(X > pu+20) = (s 02— =RF2) o5y
1-P(u—-30<X<pu+3
P(X <p—30)=P(X > pu+30) = (s 02— =1E39) o 15%

(b) Ein rechtsseitiger Signifikanztest der Stichprobenléinge n auf dem Signifikanzniveau
16% (2,3%, 0,15%) hat den kritischen Bereich

K={k+1,...,n}mit k=[p+o] (k=[p+20], k=[p+30]).
Um ganz sicher zu gehen, verwenden wir die Aufrundungsfunktion
[x] = kleinste ganze Zahl = x
Analog gilt mit der Abrundungsfunktion
|z | = grofite ganze Zahl < x :

Ein linksseitiger Signifikanztest der Stichprobenlinge n auf dem Signifikanzniveau
16% (2,3%, 0,15%) hat den kritischen Bereich
K={0,...;k}mitk=|p—0c| (k= |p—20], k= |u—30]).
(¢) p=0,04, p =np =40, 0 = m:\/m:()ﬂ
Linksseitiger Test: K = {0,...,k} mit k = |u — 20| = |27,6] =27

Wird dieser Test auf viele Medikamente angewendet, dann werden hoéchstens 2,3%
der schidlichen Arzneien fiir gut befunden, allerdings im schlechtesten Fall 97,7%
der guten Medikamente nicht als solche erkannt.

3.5.10. (a) Mit p = % folgt P, = <Z>pk(1 )k = <Z> ‘ W
LG
()
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S

(¢) Im Fall ,,ohne Zuriicklegen“ &ndert sich die Trefferwahrscheinlichkeit vom p; = N
bei der letzten Kugel. Fiir S > k

bei der ersten gezogenen Kugel bis n =
—n

und N > n gilt p; = po = ... = p, und wir kéonnen nidherungsweise von einer

Bernoullikette mit Parameter p = p; ausgehen.

(d) In beiden Féllen ist p = 0,4:

<40> <60>
_ (20 8 12 _ _ \8 12 .
P = (8 >0,4 0,6 =17,97%, P = oo\ = 20,08%
20
<4000> (6000)
(20N s g2 A8 ) \12)
ii. P = (8 >0,4 0,6 =17,97%, Py = 10000 = 17,99%
20
(e) Die moglichen Trefferwahrscheinlichkeiten sind hier diskret, da die Kugeln nur ganz-
zahlig vorkommen:

40 41 100 1
Hoy=9 7= = s (> Hy = la—"",ﬁ
100" 100 100 100" 100 100

Aus K ={0,1,2,...,k} und a = 0,05 folgt

e = 0220(k:) Sa =— k=68

/

O = F 1 (68) = 4,748%,  Bryax = 1 — F339(68) = 91,662%
/

1ax Wurde mit einem CAS berechnet. Weil die Hypothesen nicht kontinuierlich sind,
ist . + Bhax = 96,41% # 1.
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